- 106 -

Einige Probleme der
Wahrscheinlichkeitsrechnung und
geometrische Losungswege

Wolfgang Wertz , TU Wien

1. Das Aufteilungsproblem

1.1

Zwei Spieler, A und B, werfen abwechselnd einen Wiirfel. A gewinnt, wenn die
Augenzahl gerade ist, B gewinnt, wenn sie ungerade ist, das heifit, bei jeder
Runde haben beide Spieler die gleiche Gewinnwahrscheinlichkeit 1/2, das Spiel
ist also ausgeglichen (fair). Derjenige Spieler, der als erster 6 Runden gewonnen
hat, gewinnt das gesamte Spiel und erhélt den gesamten Einsatz (Preis) g. Das
Spiel wird nach 8 Runden, von denen A fiinf und B drei Runden gewonnen hat,
vorzeitig abgebrochen. Wie ist der Gewinn gerecht aufzuteilen?

1.2

Dieses sehr naheliegende Problem wurde zunéchst vom Minoritenménch Fra Luca
dal Burgo PACIOLI (14457-1514), der iibrigens mit Leonardo da VINCI befreun-
det war, in seinem 1487 erschienen Werk ,,Summa da arithmetica, geometria, pro-
portionis et proportionalita“ untersucht und (falsch) gelést. Die Fragestellung
diirfte aber wesentlich dlter sein: ). ORE nennt ein italienisches Manuskript aus
dem Jahre 1380, in dem das Aufteilungsproblem erwahnt wird - méglicherweise
geht dieses sogar auf éltere, arabische Urspriinge zuriick.

Eingehend wurde das Problem auch von Niccolo TARTAGLIA (um 1499
- 1557) im ,General trattato di numeri et misura“ (1556) sowie von Gerolamo
CARDANO (1501-1576) in seinem erst 1663 (!) veréffentlichten Werk , Liber de
ludo aleae® behandelt; CARDANO’s Buch war als Art Handbuch fiir Spieler
gedacht, enthilt bereits einfache kombinatorische Uberlegungen und im wesent-
lichen den LAPLACE’schen Wahrscheinlichkeitsbegriff.

Die vorgeschlagenen Losungen erweisen sich durchwegs als falsch. Erst
in den} durch den bekannten Gliicksspieler Antoine GOMBAULD, Chevalier de
MERE (1607 - 1684) angeregten berithmten Briefwechsel zwischen Blaise PAS-
CAL (1623 - 1662) und Pierre FERMAT (1601 - 1665) findet sich im Jahre 1654
eine richtige Losung. ([4] enthilt eine Ubersetzung dieses Briefwechsels).
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Die falschen Losungsansitze gehen von der Anzahl der gewonnen Runden
aus und iibersehen dabei, daB es nur auf das Gesamtspiel ankommt. Eine naive
Losung fiihrt daher auf die Aufteilung 5:3; TARTAGLIA kommt mit einer eher
umstandlichen Begriindung auf 2:1.

1.3

PASCAL (oder FERMAT?) erkennt im Grunde, daf es sich um ein wahrschein-
lichkeitstheoretisches Problem handelt und argumentiert wie folgt: Der Gewinn
ist gemiB den Chancen, daB die Spieler, ausgehend vom gegebenen Spielstand
5:3, das Spiel gewinnen, aufzuteilen. Nach drei weiteren Spielen wire das Spiel
jedenfalls entschieden. Bezeichnet a bzw. 3 , daff Spieler A bzw. B die betref-
fende Runde gewinnt, so sind folgende 8 Moglichkeiten fiir drei fiktive Runden
gleichwahrscheinlich:

aaa afa Baa BBa

aaf3 affp Bap BBB

Dabei fithrt nur die letzte Moglichkeit, ,338 , zu einem Gewinn von B,
das heifit, die Wahrscheinlichkeit, dafi A gewinnt, betréagt I, die daffi B gewinnt,

1, sodaB der Gewinn im Verhaltnis 7:1 aufzuteilen ist.

1.4

Johann BERNOULLI (1667 -1748) verallgemeinerte das Problem fiir den Fall
ungleicher Gewinnchancen. Diesen Fall lege ich auch in der Folge zugrunde:

Gegeben sei ein Spiel, in dem pro Runde Spieler A mit Wahrscheinlichkeit
p und Spieler B mit Wahrscheinlichkeit g := 1—p (0 < p < 1) gewinnt. Derjenige
gewinnt das Spiel, der als erster k¥ Runden gewonnen hat. Das Spiel wird vorzeitig
unterbrochen, wenn A a Runden und B b Runden gewonnen hat (0 < a,b < k).
Wie ist der Gewinn (Preis) aufzuteilen?

1.5

Christian HUYGENS (1625 - 1695) hat das entsprechende Problem fiir drei Spie-
ler betrachtet ( ,De ratiociniis in ludo aleae “, 1657); im Schrifttum wird immer
wieder behauptet (z.B. [5] ), da ihm Prioritit zukommt. Tatséchlich 16st aber
bereits PASCAL diese Frage in einem Brief an FERMAT vom 24. August 1654.
Verallgemeinerungen auf endlich viele Spieler sind leicht moglich.
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1.6

Mit dem Aufteilungsproblem haben sich also zumindest zwei Jahrhunderte lang
hervorragende Mathematiker erfolglos beschiftigt, obgleich es aus heutiger Sicht
recht einfach erscheint; doch erst die neueren Methoden und Modellbildungen,
die insbesondere auf den am Moskauer Steklow-Institut wirkenden Andrej N.
KOLMOGOROW (1903 - 1987) zuriickgehen und in seinem grundlegenden Werk
»Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie“(Springer, Berlin, 1933) dargestellt
sind, ermdéglichen diese Sicht der Dinge. Die ein halbes Jahrtausend wihrende
Entwicklung mahnt uns, nicht die Gnade der spaten Geburt zu mibrauchen, um
auf vergangenes Wirken iiberheblich herabzublicken - das iiberlassen wir Mathe-
matiker lieber anderen Fakultiten -, sondern aus dem Verstindnis frither vorhan-
dener Schwierigkeiten zu lernen.

Gerade solche Uberlegungen sind wesentlicher Bestandteil der Allgemein-
bildung und sollten daher in den Unterricht einbezogen werden; deswegen, aber
auch aus einer Reihe weiterer Griinde eignet sich das Aufteilungsproblem m. E.
fiir den Unterricht, besonders im Rahmen des Wahlpflichtfaches:

1. Zunichst die iiberraschende Erkenntnis, daf es sich um ein wahrschein-
lichkeitstheoretisches Problem handelt.

2. Die Einfachheit der Fragestellung und der Lésungsmethoden, insbe-
sondere die Moglichkeit iiber das Problem hinausreichender geometrischer Be-
trachtungsweisen.

3. Naheliegende Verallgemeinerungen in verschiedener Richtung.

4. Das Aufzeigen eines langwierigen Entwicklungsprozesses, der Verfing-
lichkeit vordergriindiger Losungsversuche und der Bedeutung angemessener Zu-
gange, somit eine Motivation fiir eine ordentliche Modellbildung.

5. Eine Reihe vom Ansatz her unterschiedlicher Losungswege.

In der Folge gebe ich daher drei verschiedene Losungen der verallgemei-
nerten Fassung des Aufteilungsproblems. Die Zugrundelegung der Fassung 1.4
macht das Problem wohl durchsichtiger als die ausschlieBliche Betrachtung des
Falles p = 1/2.

1.7

Erste Losung (folgt im wesentlichen der PASCAL’schen Losung 1.3):

A, bezeichne das Ereignis, dal A gewinnt, wenn A bereits a und B b
Runden gewonnen hat und

Cin das Ereignis, daB A genau ¢ von n Runden gewinnt ( 0 <7 < n ).
Ferner sei

s:=k—a t:=k—0. (1)

Nach 2k — 1 Runden wire das Spiel jedenfalls entschieden; es werden
daher noch 2k —1—a—b= s+t —1 fiktive Runden angenommen, von denen A
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zumindest s gewinnen muf, um das Spiel zu gewinnen. Es gilt also

s+t—1 3
Ap=)_  Cis-s; (2)

1=5

wobei die C; ,4¢—; filr verschiedene i einander ausschlieBen. Weil die Runden auf-
grund der Spielregeln als unabhéngig angenommen werden konnen, gilt aufgrund
der Formel fiir die Binomialverteilung

W(Cin) = (T) pheqtT (3)

daher
s = W(Aug) = S (H71) ot it =
~1 (s+t-1 (4)
— ps 4 qt—l o 38+J ) % ’

wie die Substitution j := 7 — s zeigt und wobei s,¢ wie in 1 definiert sind. Die
Gewinnwahrscheinlichkeit von B ist daher 1 — w,;, und dementsprechend ist der
Gewinn aufzuteilen.

Fiir p = ¢ = } nimmt die Formel die einfachere Gestalt

(ab ] |
—

= .)—[s+£—1) i =1 541 — 1 :
iy =2 o ( e (

Eine analoge Berechnung der Gewinnwahrscheinlichkeit w,; von B und
eine einfache Rechnung ergibt, da in diesem Falle (p = ; !) der Gewinn im

Verhaltnis
-1 (541 —1 =1 fs+t—1
Zj:u( s+ ) 'Eg:o( t+1 ) (6)
aufzuteilen ist.

1.8

Negative Binomialverteilung.

Unter einem Bernoulli-Schema versteht man das Modell fiir k ( k € N
) unabhingige Versuchen unter gleichen Bedingungen, wobei ein bestimmtes Er-
eignis A mit Wahrscheinlichkeit W(A) = p (0 < p < 1) eintritt. Ein Bernoulli-
Prozef ist eine Folge derartiger Versuche. Das Eintreten von A wird mit ,, 1% ver-
schliisselt und als ,, Erfolg*“, das Nichteintreten von A (also das Eintreten des Kom-
plementirereignisses A° ) als , Miflerfolg“ bezeichnet und mit ,0* verschliisselt.
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Es bezeichne T, die Anzahl der Versuche bis zum r — ten Erfolg, und U, die
Anzahl der Miflerfolge vor dem r — ten Erfolg, also U, =T, —r.

Die Verteilung von U, heifit Pascal-Verteilung oder negative Binomial-
Verteilung mit den Parametern v und p (0 < p < 1), kurz geschrieben als:
U ~Pesg=NBgp,

Satz 1.1 :
m —1 r m-r
prm:=WITr=mI=(r_l)pq mé€ {r,r+1,...}, (7)
" n+r—1 2
p,_ﬂ:=W[U,=n]=( T )-pq ne{0,1,...}. (8)
EU, =L EL = uwnd WV, =VL=Z. 9)
p p p

Bemerkung: Wegen (%) = (") 1dBt sich (8) auch so schreiben:

* n+r—1 r.n

n

Beweis: Der r — te Erfolg tritt genau beim m — ten Versuch ein, wenn die
unter den ersten m — 1 Versuchen genau r — 1 Erfolge (also m — r Miferfolge)
aufgetreten sind, und beim m — ten Versuch ein Erfolg eintritt. Da es (’:__l])
Maglichkeiten gibt, die Erfolge auf m — 1 Stellen aufzuteilen, und jede dieser
Méoglichkeiten Wahrscheinlichkeit p™=' - ¢™~" . p hat, folgt (7) . (8) ergibt sich,
indem man n = m — r setzt.

Die Herleitung des Erwartungswertes iibersteigt zweifellos den AHS-
Stoff. - Zunichst zeige ich, dafl durch (7) bzw. (8) eine Wahrscheinlichkeitsver-
teilung definiert wird:

Es sei f(z):=(1-2)" 0<zr<l1.
= fONz)=(-r) - (=r=1)e...-(~r=n+1)-(1=2)"" =

= r-(r+1)-...-(r+n-1)-(1=2)"™"

Die Taylor-Entwicklung von f um den Punkt 0 lautet:

o fln)
¥fl2) = Zma ! 1(0) -z",, also

n.

(l—x)'"=zm r(r+1)...(r+n—1]_$n

n=0 n!
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:z:n (r+z—-1) o

Mit z := q ergibt sich nach (10)

DA DU Dl (A Bt

r g r+n_1 T .7 -r __
=p-zﬂ=n( B )-q =p -(l-¢7 =L (11)

Differenzieren der Formel (11) nach p ergibt:

) r+n-—1 iy i o r<4n =1 r n—1
an[}r-( n )p .(l—p) _an-ﬂn.( n )-p .(1—;])

= (.

Die erste Summe ist gleich
r R r
= Z I 1,
p “n=0 P

die zweite

1 o0 1
==Y = EU;
1—p n=0 l—p

daraus folgt: 1~ -EU, = % und damit die Behauptung fiir EU,. Wegen T, = U, +r

ergibt sich ET, = Ll:pﬂi +r=7. Die Berechnung der Varianz erfolgt auf dhnliche
Art. "

Beispiel: Eine Kiferart K, die im Seewinkel vorkommt, weist eine besonders
seltene Unterart K, auf. Der Anteil p von K, an der Art K soll ermittelt werden.
Es ist nicht sinnvoll, eine fest vorgegebene Anzahl n von Kafern K zu fangen, die
Anzahl k der darunter befindlichen Kifer K, zu bestimmen und p durch p := k/n
zu schitzen, weil ein sehr kleines k nicht aussagekraftig ist; so wiirde etwa k =0
den unbrauchbaren Schiatzwert p = 0 liefern.

Ein kluger Biologe fingt daher solange Kafer K, bis er r Kifer K, hat
(dazu benétigt er T, Kéfer K) und schatzt p durch r/T, . Die Verteilung von
T, —r ist Pe,,, nach (9) muB er im Mittel r/p Kéfer fangen.

1.9

Zweite Losung des Aufteilungsproblems mit Hilfe der negativen Binomial-
verteilung:
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Ausgehend vom gegebenen Spielstand a : b (vgl. 1.4 ) nehmen wir an,
daf fikive Runden ad infinitum weitergespielt werden. A gewinnt genau dann,
wenn er von den nachsten 2k —a—b—1 = s+¢—1 Runden k —a = s gewinnt
(andernfalls hdtte B vorher zumindest k — b = ¢ Runden und damit das Spiel
gewonnen). Also mu W[T, < s+t — 1] berechnet werden. Daher:

Wap = E:::_] W’[Ts = 1] = Z;;:J W[Ua = J] = } (
12)

=L (ih) -7
Der Nachweis, daff diese Formel tatséchlich mit (4) iibereinstimmt, wiirde miihsa-

me kombinatorische Uberlegungen erfordern.

B
t

i+

1 i i+ s A

Abb. 1

1.10

Dritte, geometrische Losung des Aufteilungsproblems:

Das Spiel 1.4 werde wie folgt abgedndert:

A benétige s gewonnene Runden fiir den Sieg;
B benétige ¢ gewonnene Runden fiir den Sieg.

In Abb. 1 wird jeder Gewinn von A auf der Abszisse aufgetragen, jeder
Gewinn von B auf der Ordinate. A gewinnt genau dann, wenn ein Pfad, der den
Spielverlauf darstellt, in einem Punkt (s,7) (0 < j < t) endet, B, wenn er in
(7,t) (0 <1 < s) endet. (s,t) kann nicht erreicht werden.

Es bezeichne

Xy { 1 wenn A die [—te Runde gewinnt, (13)
71 0 wenn B die [—te Runde gewinnt.

Die Zufallsgrofilen X; sind aufgrund der Spielregeln unabhéngig. Ferner

sei
7 e 1 wenn der Pfad (s, ) trifft, (14)
71 0 wenn der Pfad (7, 7) nicht trifft. '
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Fiir die Z,'J' gi]t:
2N TR |
W'[Z,-j:l]=( _ )pq" fir0<i<s, 0<7 <,
!
daher (weil auch Z,_,; und X,;; unabhéngig sind)

s—147\ ,.1
W[Za;j:l] = W[Z—l,j:laxaﬂf:l] =( J)P IQJP:

s—1

=(5*1+{>ff fir0 <j<t, (15)

s—1

und

# ‘+t—1 i L
W[Z{¢= I] = W[Z,“g_] =],_Xg+,'=0] = (I ‘t_-l )p q‘ lq =

papdis N :
=Ct l)yg fir0<i<s, (16)

W[Z,g = 1] - 0

Das ergibt:

. t—-1 n t-1 5 — 1] +J
W[A gewinnt] = Zj:g W(Z,;=1] =p -Zjﬂ( s—1 ) oq (17)

und
s— b t— :
W|[B gewinnt] = Z;— W(Zy=1] = ¢'- Zs:t; (a _:_ i 1) -p. (18)

Die Spieldauer ist gegeben durch Z = >7°C E;—u Z;j, denn s bzw. t
wird genau einmal erreicht, und Zpg = 1 1st abzuziehen Das ergibt eine mittlere

Spiellange von

s—1 t—1 s—1 t—1
- Z:'=Cl 1=0 EZiJ zt—“ﬂ W i = 1] [19)

Im Falle s = ¢ = k kann man zeigen, dafi EZ fiir p = 1/2 maximal wird, also ist
die grofite Spiellinge zu erwarten, wenn die beiden Spieler gleiche Gewinnchancen
haben.

Die Losung der Aufteilungsproblems ergibt sich, indem man s := k —a
und ¢ := k — b setzt, und zwar in Gestalt von (12).

Diese geometrische Losung stellt in anschaulicher Weise des gesamten
Spielverlauf dar.
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2. Das Banach’sche Streichholzproblem

2.1

Der beriihmte, in Lemberg wirkende Funktionalanalytiker Stefan BANACH (1892
- 1945) war ein leidenschaftlicher Raucher. Daher trug er stets zwei Schachteln mit
urspriinglich je n Streichhélzern bei sich. Zum Anziinden einer Zigarette wéhlte
er jeweils zuféllig eine der beiden Schachteln.

ks

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit pj fiir folgendes Ereignis A ? Er ent-
deckt, dafl eine der Schachteln, S; und S, leer ist, und in der anderen
befinden sich genau k& (k = 0,1,...,n ) Streichholzer.

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit pj fiir folgendes Ereignis By 7 Er ent-
nimmt das letzte Streichholz einer der Schachteln, und in der anderen be-
finden sich genau k (k = 1,...,n ) Streichholzer.

Es bezeichne die Zufallsgrofe X die Anzahl der in der anderen Schachtel
vorratigen Streichholzer, wenn er bemerkt dafl die eine leer ist. Wie grof§
ist EX?

Entsprechend sei X definiert: die Anzahl der Streichhélzer in der anderen
Schachtel, wenn er das letzte der einen Schachtel entnimmt. Wie grof ist
EX?

Wieviele Streichholzer werden im Mittel verbraucht, bis eine der Schachteln
leer ist bzw. Banach dies bemerkt?

Fiir welche Werte von k ist p; bzw. p; am grofiten?

-~
7
n n+l g

Abb. 2
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2.2

Losungen von 1. und 2. lassen sich in dhnlicher Weise wie 1.10 geben. Es sind
auch Losungen mit Hilfe der Pascal-Verteilung u. dgl. moglich; die geometrische
Losung erleichtert aber den Einblick in die Fragestellung betrachtlich. - Beachten
Sie iibrigens den wesentlichen Unterschied der Probleme 1. und 2.; hier erweist
sich eine genaue Formulierung der Aufgabestellung als entscheidend!

Es werden auf der Abszisse von Abb. 2 die aus S; entnommenen, auf
der Ordinate die aus S, entnommenen Streichhélzer aufgetragen. Damit in einer
Schachtel k Streichholzer iibrigbleiben, miissen vorher aus ihr n — k entnommen
worden sein. In der Bezeichnung von (14) gilt daher:

Pk = W(Zpsrnik = 1]+ W[Znpntr = 1].

Einsetzen von (15) bzw. (16) liefert

s (2‘“ = k) 9=k firk=0.1,....n (20)

n
Eine entsprechende Uberlegung ergibt unter Beniitzung von (20) (mit k = 0)
ﬂ = W[Zn,n—k = 1] + W[Z —kn = 1] =

clliter
_ (2n 1) . 9—(2n—k-1) firk=1,...,n. (21)

n—1

2.3

Fiir die Quotienten gilt

Pk+1 [Re=htlly ek 5 (2n—k-1)! nl(n—k)!

pe  2en—k-l (2";*) - .n!(n—k—l)! (2n —k)!
n—k
=2. ir k=0,1,...,n— 2
2 =" fir k=0,1,...,n=1 (22)

= (2n~k)-pk+1 = (2“*2»‘5)-}%

= 2n pryr — (k+1) - pryr + pry1 =2n - pr — 2k - py

Aufsummieren iiber k = 0,1,...,n — 1 ergibt

n—1 n—1 n-1
2n Zk:u Pk41 — Zk=0(k + 1)peyr + Zk=o Pk+1 =

S DU ELI I
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Anderung des Summationsindex, Subtraktion gleicher Terme und 3}_, px = 1
(weil die pi eine Wahrscheinlichkeitsverteilung definieren) liefert

n-1

npn—(2n+ Lpo+1==Y  kps

k=0
und daher

" ) 2n 8 '
]E){=Zk=0kpk=(2?‘1+1)p0—1=(2n+1).(n)_22 - (23)

In entsprechender Weise ergibt sich

Pkt (n —k)
e o T 24
D : 2n —k—1 (24)
und
EX =(2n—1)- ( 2 ) 2730+ _q, (25)
=1
24
Fiir die Anzahl Z der verbrauchten Ziindhélzer gilt Z = n + (n — X) und daher
IEZ=2n—lEX:2n+]—(2n+1)-(2n)-2'2" (26)
n

Zur Berechnung der maximalen Wahrscheinlichkeit p;, dient folgende
Darstellung:

pkoz—pku—'-%'—_l'...-gl*-po fiir kozl,...,n (27)
Pko-1  Pko-2 Po
Gilt nun
Pl ey e Sk und
Pk
Peid i | far Bak,
Pk
so ist pr, maximal. Wegen (22) ist aber

P+l _ o n—k <1

Pk 2n—k —

genau dann, wenn k > 0 ist, daher ist p; fiir £ = 0 am grofiten, und dieser Wert
ist pp = (2:) 272" Weil aber :% = 1 ist, folgt p; = py , also liefert auch k = 1 ein
Maximum. Mit anderen Worten: Wenn Banach auf eine leere Schachtel stoft, ist
die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf§ die andere kein Ziindholz mehr enthilt, sowie
diejenige, daf} sie noch eines enthilt, am grofBten.

Das Ma};im;erungsproblem fir p, ergibt gemaf (23) den Wert ko = 1,

damit ist p; = (*"7°) - 27(3*=%) der maximale Wert.
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2.5

Aus der Tatsache, daB die px (k = 0,...,n) und die p; (k = 1,...,n) Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen definieren, folgen die anders nur mithsam herleitbaren
kombinatorischen Formeln

Zn (2?’1 — k) X 2-—(2n—k] =i (28)
k=0 n

und

n n—k—1
Lo—(2n—k-1) _
Zk:l ( o ) 2 1. (29)

Abb. 3

3. Das André’sche Spiegelungsprinzip

3.1 Beispiel

Bei einer Wahl erhalten zwei Kandidaten, A und B, die gleiche Stimmenanzahl n.
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf} A wihrend der Auszidhlung stets
mindestens soviele Stimmen wie B aufweist?

Auf der Abszisse der Abb. 3 ist der Zeitpunkt : = 0,1,...,2n der Aus-
zihlung aufgetragen Die Pfade, welche die Auszihlung beschreiben, ergeben sich
so: Zu jedem Zeitpunkt ¢ wird der Stimmeniiberschuf von A angegeben. Jeder
solche Pfad ist gleichwahrscheinlich, denn jede Aufteilung von n Stimmen von
A auf die 2n Stellen ist (unter verniinftigen Modellvoraussetzungen) gleichwahr-
scheinlich.
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E bezeichne das Ereignis ,A hat wéhrend der Auszahlung stets minde-
stens soviele Stimmen wie B “. E tritt genau dann ein, wenn der Pfad nie die
Abszisse unterschreitet. Das komplementire Ereignis E¢ entspricht also denje-
nigen Pfaden, die einen Punkt (k,—1) enthalten. Erreicht ein solcher Pfad zum
ersten Male —1, so wird er an der Horizontalen in der Héhe —1 gespiegelt, endet
somit bei (2n,—2). Daher sind alle solchen Pfade abzuzdhlen: Ihre Anzahl ist
(,*"), da sie (n — 1) -mal 41 und (n + 1) -mal —1 entsprechen.

n—1

() _ | Gy

= WE)=1-W(E)=1--F=1- 1000 =
™) g

1 no 1

n+l n+1

3.2 Eine andere Formulierung dieses Beispiels:

An der Kassa des SV Mattersburg warten 2n Besucher, n von ihnen haben nur
einen 5-TEuro-Schein, die weiteren n nur einen 10-er. Einen Eintrittskarte kostet
5 TEuro, zu Beginn ist in der Kassa kein Wechselgeld vorhanden. Wie grof ist
die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafi die Besucher nacheinander abgefertigt werden
kénnen, ohne auf Nachlieferung von Wechselgeld warten zu miissen?

3.3 Ein realistischeres Beispiel:

Ein Automat, an denen es ein bestimmtes Produkt zum Preis von 1 Euro zu
kaufen gibt, erlaubt auch den Einwurf einer 2-Euro-Miinze, fiir die er dann das
Restgeld herausgibt.

Am Anfang enthalte der Automat a 1-Euro-Miinzen. Von n Kunden zah-
len k mit 1 Euro und n—k mit 2 Euro. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dafl der Automat dabei nicht blockiert wird?

Die Losung dieser Aufgabe ergibt sich aus:

3.4 Allgemeine Formulierung des Spiegelungsprinzips:

Xo, Xy, ..., X, seien unabhingige Zufallsgrofien mit

WX, =1]=W[X;=-1] = % Vi=1,...,n (30)

nga mit a € N. (31)
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Ferner seien die Partialsummen definiert durch

x=§;ﬂjza+zﬂ (32)

(zo,Z1,-..,x,) sei eine Realisation von (Xo, X1,..., X,), das heifit:
to=a, z;€{-11}firi=1,...,nundy; = Z;.=ﬂz_,- = a+ E;:H’J

Jede lineare Interpolation der Punkte (i,y;) (¢ = 0,...,n) heifit Pfad
und wird mit § = (Yo, ¥%1,---,Ya) bezeichnet. Ein jeder solcher Pfad beginnt im
Punkte (0,a) und endet in (n,y,). Insgesamt gibt es 2" gleichwahrscheinliche
Pfade, daher gilt V0 = (Yo, ¥1,---+Yn) :

1
W[@:U]=W[%=y01]f1:yla---1Yn=yn]=2_n- (33]

Sei b € N mit |b — a| < n und b — a + n gerade. Dann gilt fiir die bedingte
Wahrscheinlichkeit eines Pfades n, unter der Bedingung, dafl dieser im Punkte
(n,b) endet:

W =Y, =b
Wiy =iy, = = LB=bt =0
WX, = 21,...,Xn = Tn,a " Xi=b
W =y|Y, =b] = [ xWh+Z%mi§h =
0 falls 30, z; # b—a.
]' n
= @) 1 (34)

= 1 - . andernfalls ’
(uﬂ) (§)n (b_—_ﬂ)
2

2
weil (31, Xi + n) binomialverteilt mit dem Parameter 3 ist.

Abb. 4
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Es sei ¢ € N mit ¢ < min(a,b) ; gesucht ist

Wenn fiir p gilt: min;—;__, y; < ¢, dann folgt:

3T, :=min{t € {1,...,n}: yo,.. . Yt—1 2 ¢, Yt < ¢}

( T, definiert iibrigens eine Stoppzeit , vgl. [6]) . Nun wird jeder Pfad n mit
min;=; .Y < c¢ von T, weg an der Waagrechten in der Hohe ¢ — 1 gespiegelt,
sodafl ein Pfad n* entsteht:

v =y Vi <T,
y¥'=2c—2-y Vi > T, (35)

Wenn der Pfad y im Punkte (n,b) endet , so endet n* in (n,2¢ — 2 — b),
d.h. jedem Pfad, der in (n,b) endet und c¢ unterschreitet, wird somit genau ein
Pfad, der in (n,2¢ — 2 — b) endet, zugeordnet.Es bleibt daher die Anzahl dieser

Pfade zu bestimmen.

Bezeichnt £ die Anzahl der +1 und 5 die der —1, die notwendig sind, um
von (0,a) nach (n,2¢ — 2 — b) zu gelangen, so muf gelten:

E+n = n
a+é—n = 2¢—-2-0.

daher folgt:

n a+b
= —-— —1
13 5 5 + ¢
+b
n = g+a2 —ec+1

Daraus ergibt sich

(36)
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3.5
Im Falle ¢ = 0 ergibt dies:
n—>b+a n—b+a n—b—a
( 0 ) 1 2 )-( 2 _1)-""(_2_-_) (3)
wpla,uin) = S " T
n+b+a n+b+a n+b—a
(T-i-l)(—-;z——)(T-Fl)

(37) beantwortet die in 3.3 gestellte Frage; dabei ist b := a + 2k — n zu setzen.
(37) erhélt dann die einfachere Gestalt

(n—k):(n=k-=1)-...-(n—k —a)

(k+a+1)-(k+a)-...-(k+1) (38)

Wat2k-n(a,05n) =1 —

3.6

Eine aktuellere Formulierung: In einem grofien Lande finden Préasidentenwahlen
statt, wobei dem Kandidaten B aufgrund des Einfusses der Erdélindustrie auf
die Wahlbehérden von Anfang an a Stimmen gutgeschrieben werden. B wird von
k Wahlern gewahlt, Kandidat A erhilt n — k Stimmen. Wie gro8 ist die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dal wahrend der Auszédhlung immer B fiihrt und diejenige,
daB B nie hinter A liegt? Gefragt ist also w,q2k-n(a, 1;n) bzw. w, 2k_n(a,0;n).

3.7 Zufillige Struktur der Warteschlange in 3.3:

Jeder der n Kunden verfiige mit Wahrscheinlichkeit p (0 < p < 1) iiber eine
1-EuroMiinze und mit Wahrscheinlichkeit 1 —p nur iiber eine 2-Euro-Miinze. H;
bezeichne das Ereignis, dal genau & Kunden eine 1-Euro-Miinze einwerfen und
E™ das Ereignis, dal der Automat nie blockiert wird, weil er nicht wechseln
kann.

= witt) = ()

und nach dem Satz von der vollstindigen Wahrscheinlichkeit

W(E®) = 37 W(ED|H,) - W(H,) =

3 et (1= Wayzkon(a,05m)) - (Z)p*u —p)* (39)

k=[252]

([e] bezeichnet die groBte ganze Zahl< «).
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Ist auch die Anzahl der Kunden eine Zufallsgroe N, und bezeichnet E
das Ereignis, dafl der Automat nicht blockiert wird, so folgt:

W(E) = Z:; W(EIN =n)-W(N =n)+ W(N =0) =
ZZ; W(E™).W(N =n)+ W(N = 0) (40)

Eine oft verniinftige Annahme ist, N als Poisson-verteilt vorauszusetzen.

Es ist bemerkenswert, dafl zwar der Einflul der ersten Annahme auf
W(E) grof ist, hingegen die Zufalligkeit der Kundenzahl (etwa unter der Annah-
me der Poisson-Verteilung) sich nicht so stark auswirkt. Ausfiihrlichere Berech-
nungen zu dieser Frage finden sich z. B im Buche [1].
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